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Analiza wykreséw funkcji - wiedza czy wyzwanie
Matematyka jako jezyk komunikacji

Streszczenie

Rozwinigte teorie matematyczne to uniwersalne narzedzie, ktore trwale taczy
abstrakcje z praktyka. Dlatego symbolika i algorytmy, jakimi si¢ postuguje,
stanowig uniwersalny jezyk komunikacji. Celem niniejszego artykutu jest pro-
ba przedstawienia, jak wazny, uniwersalny jest to system komunikacji i w jaki
sposob mozemy sie go uczy¢. W opracowaniu przedstawiono wyniki pilotazo-
wych badan, ktdre mialy na celu zweryfikowanie wiedzy studentow w zakresie
odczytywania wlasnosci funkcji na podstawie wykresu. Ta umiejetnos¢ jest
jedna z wielu wymaganych w zakresie ksztalcenia studentéw kierunkéw eko-
nomia oraz finanse i rachunkowosc.

Stowa kluczowe: analiza funkcji, wykres funkcji, edukacja matematyczna,
kompetencje matematyczne, studenci kierunkéw ekonomicznych

Wstep

Matematyka to uniwersalny system komunikacji stuzacy do opisu zjawisk od
mechaniki kwantowej po finanse oraz otaczajacy nas $wiata. Posiada wlasne
stownictwo (liczby, symbole) oraz gramatyke (logike, aksjomaty), umozliwia-
jace precyzyjne wyrazanie pojec.

Matematyka rozwijala si¢ od czaséw prehistorycznych, rozszerzajac swoj
zakres, poglebiajac tresci i doskonalgc forme. W czasach prehistorycznych
rozwdj ten byl niezalezny w réznych czgsciach swiata. Wbrew pozorom zalgz-
kiem matematyki nie byty liczby, lecz réwnoliczno$¢ zbioréw. Polegata ona na
przyporzadkowaniu w sposéb wzajemnie jednoznaczny elementom jednego
zbioru elementy drugiego. Mialo to odzwierciedlenie w pierwotnym handlu:
sztuka za sztuke'. Wspolczesnie o takiej relacji mowimy ,,funkcja”

Samo pojecie ,matematyka” (z lac. mathematicus, od gr. pabyuariog
mathématikds, od mathéma) kryje w sobie stowa: nauka, lekcja, poznanie
i wiaze si¢ $cisle z prowadzeniem rozumowania i wycigganiem wnioskow
z przyjetych zalozen’. I wlasnie poznanie i potrzeby samego zycia, na prze-
fomie wiekéw, doprowadzily do powstania wielu dzialéw matematyki, takich

' Encyklopedia szkolna. Matematyka, Wydawnictwa Szkolne i Pedagogiczne, Warszawa 1989.
2 https://pl.wikipedia.org/wiki/Matematyka [dostep: 10.07.2026].
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jak: algebra, analiza matematyczna, geometria, statystyka, kombinatoryka czy
teoria mnogosci. Ten nieprzecigtny obszar rozwinietych teorii matematycz-
nych stat si¢ znaczacy w wielu dziedzinach nauki, poczawszy od techniki, in-
zynierii, ekonomii, a skonczywszy na naukach humanistycznych (filozofii czy
religii). I chociaz opisywane przez matematyke obiekty zazwyczaj s abstrak-
cyjne, s3 wyidealizowanymi tworami, to zastosowanie odpowiednich zalozen
umozliwia odniesienie jej do zjawisk i elementéw tworzacych rzeczywistos¢
zycia codziennego. Matematyka zwyczajnie stala si¢ jezykiem komunikacji.
I jest to jezyk uniwersalny dla specjalistow inzynierdw, technikow, bankieréw,
ekonomistow, prawnikéw czy medykow.

Nauczanie matematyki

Jeden, dwa, jeden, dwa, pewna pani miata psa. Trzy i cztery, trzy i cztery, pies ten
dziwne mial maniery. Piec i sze$¢, pigc i szes¢, pies ten kosci nie chcial jes¢. Siedem,
osiem, siedem, osiem, wcigz o lody tylko prosit. Dziewie¢, dziesie¢, dziewiec, dzie-
sie¢, kto te lody mu przyniesie? Moze ja, moze Ty? Licz od nowa: raz, dwa, trzy!

Nauczanie matematyki zaczyna sie juz przed przedszkolem. Cieszymy sig, gdy
dziecko na palcach reki wskaze, ile ma lat, dajemy dziecku do zabawy klocki
i uczymy rozpoznawac ksztalty oraz dopasowywac je do odpowiednich form,
ukladamy wspdlnie puzzle i spiewamy wyliczanki. I wlasnie wtedy pojawiaja
sie pierwsze pojecia matematyczne: liczby, figury, zbiory. Potem dzieciaki po-
znaja rowiesnikow, graja w klasy na podworku, rysuja plansze na chodniku,
tworzg druzyny graczy, dzielac grupe na zbiory. Gry i zabawy, ktére ¢wicza
dziecieca wyobraznie i logike, mozna by wymieniac bez konca. To jest nauka
matematyki. Przebiega w przyjaznej atmosferze i co wiecej, korzystaja z niej
wszystkie chetne dzieciaki, jest tworcza i niesie wiele radosci. Warto zwrécic
uwage, ze dzieciaki wracaja do tych zabaw, co oznacza, ze poznang wiedze po-
wtarzajga i utrwalaja. Niestety, czasy szkolne modyfikuja ten proces poznawczy.
Przedmiot matematyka dla wielu uczniéw, a czasami ich rodzicéw, juz w szko-
le podstawowej wiaze si¢ z trudno$ciami, strachem i porazka.

Przyjeta podstawa programowa z matematyki ma w zalozeniu stanowic wspar-
cie dla innych dziedzin nauki. Jej podstawowymi fundamentami s3: nauka
matematycznego rozumowania, ksztaltowanie sprawnosci rachunkowej oraz
zdobywanie wiedzy o wlasciwosciach obiektéw matematycznych®. Trudno sie
nie zgodzi¢ ze stuszno$cia powyzszych zalozen. Kwestig jest raczej, ile wie-
dzy mozemy przekaza¢ w ciggu nauczania podstawowego oraz w szkolach
$rednich, jakich narzedzi uzy¢ i ile mamy czasu do dyspozycji. Co wigcej, jesli
matematyka jest elementem do komunikowania si¢ na innych przedmiotach,
to jej stownictwo i algorytmy powinny by¢ poznane na tyle wczesnie i na tyle
dobrze, zeby nie stanowily bariery jezykowej. Moze warto wiec zastanowi¢
sie, czy w nauczaniu matematyki na poziomie wczesnoszkolnym nie zastoso-
wac metod takich, jak przy uczeniu jezykéw obcych: pracowaé w mniejszych
grupach, stosowac gry i zabawy, powtarza¢ wielokrotnie poznane tresci i uka-
zywaé zastosowanie w sytuacjach zycia codziennego. Nauka poje¢ powinna
zawsze opierac si¢ na modelach i doswiadczeniu, a nie na bezrefleksyjnym

* https://zpe.gov.pl/podstawa-programowa/szkola-ponadpodstawowa/matematyka [dostep: 10.07.2026].
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zapamigtywaniu symboli. Nauczanie matematyki wymaga zrozumienia struk-
tur i logicznego dowodzenia, a nie tylko ,wkuwania na pamiec¢”. Podczas gdy
jezyki stuza gtéwnie komunikacji, matematyka opiera si¢ na rozumowaniu
dedukcyjnym i rozwigzywaniu problemow.

Matematyka na kierunkach studiéw ekonomia, finanse i rachunkowos¢

Przyklady dziedziny nauki, ktére w znaczacym stopniu wykorzystuja wiedze
matematyczng, umiejetnos¢ logicznego myslenia i tworzenia algorytméw do
opisu rzeczywistosci jest ekonomia oraz finanse i rachunkowos¢.

Ekonomia jest nauka, ktdrej gléwnym celem jest opis funkcjonowania gospodarki
zaréwno w sensie globalnym, jak i pojedynczych podmiotéw. Poznanie mecha-
nizméw jej dzialania prowadzone jest na plaszczyznie teoretycznej, a nastepnie
stosowane w praktyce. Tworzone hipotezy i teorie ekonomiczne sg weryfikowane
na podstawie danych empirycznych. Taki proces jest podstawa do wyciagnigcia
odpowiednich wnioskéw w celu ulepszenia stanu badanego zakresu gospodarki®.

Finanse i rachunkowo$¢ to kierunek nauki, ktory koncentruje sie gtownie
na poznaniu sposobow zarzadzania srodkami pieni¢znymi w instytucjach
i przedsiebiorstwach. Specjalisci w tym zakresie kierowani s gtéwnie do dzia-
tania w zarzadzaniu transakcjami finansowymi, inwestycjami kapitalowymi
i optymalng alokacja przeptywoéw pienieznych’. Analizujac sylwetke i zakres
dziatan specjalistow ekonomii i rachunkowosci jest uzasadnione, aby w ich
programie ksztalcenia znalazla si¢ matematyka i jej pokrewne dziedziny.
Oczywiscie matematyka ma stanowi¢ jedynie uzyteczne narzedzie w pracy,
a nie przedmiot sam w sobie®. Powinna by¢ stosowana w okreslonych celach,
a uzyte teorie analizowane z przyjetymi zalozeniami. Implikuje to fakt, ze
wiedza matematyczna absolwentéw szkoél srednich musi by¢ na tyle dobra, by
mogli postugiwa¢ si¢ tym jezykiem swobodnie w strefie ksztalcenia wyzszego.

Analiza wlasnosci funkcji - wyniki eksperymentu

Problemy studentéw z matematyka na poziomie akademickim s3 zlozone
i wynikaja zaréwno z luk edukacyjnych, jak i réznic w podejsciu do nauczania
(abstrakcja vs procedury). Do najczestszych wyzwan nalezy brak fundamen-
tow z poprzednich etapow ksztalcenia. Studenci czesto nie posiadajg solidnej
wiedzy z algebry, trygonometrii czy funkcji, co uniemozliwia zrozumienie
bardziej zaawansowanych zagadnien, takich jak granice, pochodne lub catki,
a ktore sg niezbedne do pracy na kolejnych etapach studiow.

Diagnostyka edukacyjna studentéw z matematyki (czesto okreslana jako dia-
gnoza wstepna lub diagnostyka na wejsciu) to proces rozpoznawania poziomu
wiedzy, umiejetnosci oraz btednych przekonan studentéw przed rozpoczeciem
wlasciwego kursu akademickiego. Jej gtéwnym celem jest zidentyfikowanie

* https://rocketjobs.pl/blog/czym-sie-rozni-kariera-w-finansach-od-kariery-w-ekonomii [dostep: 10.07.2026].
> Tamze.

¢ 'W. Kwasnicki, O matematyzacji ekonomii. Na marginesie artykutu S. Mateckiego-Tepichta, ,,Ekonomista”
2012, nr 3, s. 381-390.
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luk w edukacji szkolnej, co umozliwia dostosowanie tempa i metod nauczania
do rzeczywistych potrzeb grupy. Gléwnym celem dydaktycznym analizy funk-
cji jest rozwinigcie umiejetnosci modelowania matematycznego i logicznego
myslenia. Uczniowie/studenci uczg si¢ wizualnego interpretowania zjawisk,
przekladania graficznego obrazu na jezyk symboli oraz badania zachowania
zmiennych w czasie lub przestrzeni.

Celem przeprowadzonej diagnozy byla identyfikacja aktualnego stanu wiedzy
przed realizacjg programu z zakresu rachunku rozniczkowego i catkowego.
Eksperyment polegal na sprawdzeniu, czy na bazie posiadanej wiedzy i umie-
jetnosci ze szkoly sredniej i zaje¢ z matematyki na studiach studenci potrafig
prawidlowo odczyta¢ wybrane wlasnosci funkeji przedstawionej na wykresie.

Badanie przeprowadzono w kwietniu 2026 roku na grupie studentéw I roku kie-
runkoéw finanse i rachunkowo$¢ oraz ekonomia na Uniwersytecie Rolniczym
im. Hugona Koltataja w Krakowie. Préba liczyta 171 obserwacji, z czego 53,2%
wynikow dotyczylo kierunku ekonomia, a pozostale 46,8% finanse i rachun-
kowos¢. Zadanie polegalo na odczytaniu z wykresu nastepujacych wlasnosci
funkcji (rys. 1):

(D) dziedzina,

(ZW) zbidr wartosci,

(mz) miejsca zerowe,

(OX, OY) wspolrzedne punktow przecigcia z osiami uktadu wspotrzednych,
(f +/-) maksymalny zbiér argumentéw, dla ktérych funkcja jest dodat-
nia/ujemna,

(m) przedzialy monotonicznosci,

(g) granice funkeji na krancach dziedziny,

(a) asymptoty wykresu funkeji,

(c) ciagtos¢ funkgji.

Al ol

VXN

Rysunek 1. Przykladowy wykres funkcji y=f(x) dolaczony do zadania
Zrédlo: opracowanie wlasne.
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Pierwsze szes¢ wlasnosci funkgji jest objete podstawa programowa szkoty
$redniej w zakresie podstawowym, natomiast pozostale wystepuja tylko w za-
kresie rozszerzonym lub w programie studiéw. Na rysunku 2 zostaly przedsta-
wione odpowiedzi studentow w zaleznos$ci od kierunku studiow: F - finanse
i rachunkowos$é, E - ekonomia.
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Pytanie/ kierunek studiéow

Rysunek 2. Struktura odpowiedzi na pytania wedlug kierunku studiéw. Symbole
F i E identyfikuja kierunki, odpowiednio finanse i rachunkowos¢ oraz ekonomie

Zrédlo: opracowanie wlasne, oznaczenia wedlug tresci zadania.

Studenci kierunku finanse i rachunkowos¢ (F) poradzili sobie lepiej w o$miu
z dziewigciu badanych wlasnosci. Moze to wynikac z wyzszego progu rekru-
tacyjnego (lepsze przygotowanie ze szkoly Sredniej) lub wigkszego rygoru
w precyzji my$lenia na tym kierunku. Jedynym obszarem, w ktérym studenci
ekonomii (E) okazali sie lepsi (35,2% vs 27,5% dla F), jest monotoniczno$¢.
Moze to wynika¢ ze specyfiki wykladéw na ekonomii, gdzie pojecia ,wzrost”
i,,spadek” (np. popytu, podazy) s kluczowymi kategoriami intuicyjnymi, cze-
$ciej omawianymi na bazie wykreséw. Najlepiej opanowane pojecia to dziedzi-
na (D) i zbiér warto$ci (ZW) (wyniki powyzej 63%). S to zagadnienia inten-
sywnie ¢wiczone w szkole $redniej (,,od lewej do prawej’, ,,od dotu do gory”).
Trudnos$cig na wykresie byly najprawdopodobniej asymptota i punkt (2,0).
Miejsca zerowe (mz) i punkty przeciecia z osiami (OX, OY) to pojecia o cha-
rakterze czysto punktowym (statycznym). Odczytanie ich z wykresu wymaga
jedynie podstawowej spostrzegawczosci, stad relatywnie wysoka poprawnos¢
(wyniki na poziomie 58-71%). Poprawno$¢ odpowiedzi spada drastycznie do
40% (F) i zaledwie 26,4% (E) przy interpretacji znaku funkeji (f+/-). Studenci
bardzo czgsto myla pojecie wartosci dodatnich/ujemnych z monotoniczno-
$cig (mowig, ze tunkcja jest dodatnia, bo ,,roénie”). Maly odsetek badanych
poprawnie wskazal przedzialy monotonicznosci (m) (27,5% F / 352% E).
Dlaczego wyniki sg tak niskie? Jednym z bledéw dydaktycznych studentéow
w tym miejscu jest nieprawidlowe stosowanie symbolu sumy przy laczeniu
przedzialéw monotonicznosci. Pojecia granic (g) 1 ciaglosci (c) wymagaja zro-
zumienia nieskonczono$ci i przejs¢ granicznych. Wynik ponizej 25% popraw-
nych odpowiedzi wskazuje, ze dla studentéw pierwszego roku pojecie granicy
to abstrakcja, nie potrafig jej poprawnie zapisa¢ ani zinterpretowaé. Zwraca
uwage zaskakujaco wysoka poprawnos¢ w wyznaczaniu asymptot (72,5%

227



XXXII Konferencja Diagnostyki Edukacyjnej, 2026

dla Fi56,0% dla E), ktora stoi w jawnej sprzecznosci z wynikami z granic (g)
i ciaglodci (c). Z punktu widzenia teorii asymptote definiuje si¢ za pomoca
granic. Jak to mozliwe, ze studenci znalezli asymptoty, nie rozumiejac granic?
Odpowiedz tkwi w ,,rozumieniu geometryczno-obrazowym”. Studenci potrafia
wskazac te linie jako co$ ,wyjatkowego” (asymptote), dzialajac mechanicznie,
bez glebszego rozumienia aparatu matematycznego, ktory za nig stoi. Wyniki
badan pokazuja, ze studenci pierwszych lat ekonomii i finanséw potrafig ,,ska-
nowac¢” wykres wzrokiem (znajduja punkty, linie przerywane, dziedzing), ale
kompletnie zawodzg na poziomie zapisu formalnego i poje¢ dynamicznych.

Warto jednak wspomnie¢, ze analiza wlasnosci funkcji na podstawie wykresu
jest namiastka wiedzy, jaka powinni zna¢ studenci badanych kierunkéw po
semestralnym kursie matematyki. W zestawie tresci ksztalcenia pojawiaja
sie miedzy innymi jeszcze takie zagadnienia jak: algebra macierzy, uklady
réwnan i nieréwnosci wielu zmiennych, rachunek rézniczkowy i catkowy.
W praktyce jest to niezbedny zestaw narzedzi matematycznych w analizie sta-
tystycznej, ekonometrycznej oraz w rozwiazaniach problemoéw optymalizacji’.
Zagadnienia te nie stanowig zestawu podstawy programowej z matematyki
w ksztalceniu ogélnym szkoty sredniej. Czas przeznaczony na realizacje ucze-
nia studentéw niezbednych tresci jest znaczaco niewystarczajacy. Prawidiowe
i efektywne postugiwanie si¢ nowymi pojeciami i relacjami wystepujacymi
miedzy nimi wymaga wielu godzin ¢wiczen, powtarzania, analizowania, szu-
kania zastosowania w praktyce.

Podsumowanie

Matematyka stata si¢ podstawowym jezykiem komunikacji miedzy specjalista-
mi od dziedzin technicznych poprzez ekonomiczne az do humanistycznych.
Ten jezyk charakteryzuje si¢ specyficzng symbolika, teoriami, algorytmami,
ktdére opisujg abstrakcyjne obiekty. Ale przy odpowiednich zalozeniach sto-
suje si¢ jezyk uzyteczny w objasnianiu zjawiska $wiata rzeczywistego. Jak sie
go uczyc¢? Nie ma jednoznacznej odpowiedzi, ale moze warto szuka¢ dobrych
i skutecznych metod.

~Prawda czy wyzwanie” jest gra towarzyska przeznaczong dla co najmniej
trzech uczestnikow. W przedstawionym wariancie do wytaniania osoby wyko-
nujacej zadanie wykorzystuje sie butelke umieszczong na $rodku kregu utwo-
rzonego przez uczestnikéw. Jeden z graczy wprawia butelke w ruch obrotowy,
a po jej zatrzymaniu osoba wskazana przez szyjke butelki zostaje poproszona
o wybor jednej z opcji: ,prawda” lub ,wyzwanie”. W przypadku wyboru opcji
»prawda” uczestnik odpowiada na zadane pytanie, udzielajac szczerej odpo-
wiedzi. W przypadku wyboru opcji ,wyzwanie” wykonuje zadanie zapropono-
wane przez pozostalych graczy. Po zakonczeniu swojej tury wybrany uczestnik
przejmuje role osoby obracajacej butelke, rozpoczynajac kolejng runde gry.

7 A. Arkit, Realia i efektywnos¢ nauczania matematyki na kierunkach ekonomicznych, ,,Zeszyty Naukowe
Wydziatlu Elektrotechniki i Automatyki Politechniki Gdanskiej” 2021, nr 72.
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Jest to popularna gra wéréd mlodziezy. Zabawniej jest, im ciekawsze jest pyta-
nie albo wyzwanie. Jej zastosowanie mogloby sie sprawdzi¢ w weryfikacji wie-
dzy, ktéra byla tematem wspomnianego badania ankietowego przedstawione-
go w artykule. Ciekawe, czy uzyskane wyniki bylyby podobne. Moze warto na
poziomie studenckim i nie tylko wrdci¢ do sprawdzonych metod nauczania?
Jest to wyzwanie dla nauczycieli wymagajace duzego zaangazowania i pracy,
ale satysfakcja jest gwarantowana, jak usmiech dziecka, ktore wygrato.

Analiza wynikéw badania obnaza klasyczny problem w edukacji matematycz-
nej: przepas¢ miedzy intuicjg wizualng a formalizmem matematycznym.

W procesie dydaktycznym nalezy:

o bezwzglednie zwalcza¢ nawyk automatycznego laczenia przedzialow
znakiem sumy przy monotonicznosci;

« odczarowac pojecie granicy. Granica w matematyce to nie sztywny mur,
a koncepcja ,zblizania si¢ do celu”. To narzedzie pozwalajace badac¢, co
dzieje sie na skraju nieskonczonosci lub w momentach, gdzie zwykle
liczenie (np. dzielenie przez zero) zawodzi. Pozwala precyzyjnie opisa¢
dazenie do okreslonego stanu, nawet jesli nigdy go nie osiagniemys;

o kfas¢ wigkszy nacisk na translacje: ,,co widze na rysunku” a ,,jak to po-
prawnie zapisa¢ jezykiem logiki i teorii mnogosci™.
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